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Аннотация: Предложен алгоритм сингулярного разложения матриц, имеющий быструю сходимость. 
Представлена схема работы алгоритма на устройствах с параллельной обработкой информации. Получен 
график зависимости недиагональной нормы от числа требуемых итераций. Проведено сравнение пред-
лагаемого алгоритма с алгоритмом BLV с точки зрения числа повторений, требующихся для сокращения 
недиагональной нормы. Показано преимущество предложенного алгоритма перед алгоритмом BLV при 
работе с матрицами размерностью больше 32. 
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Введение 

Большинство современных алгоритмов сверх-
разрешения требуют разложения кросс-
спектральной матрицы по собственным векто-
рам или сингулярного разложения матрицы 
полученных данных [1]. Кроме того, сингуляр-
ное разложение матриц является важным ком-
понентом многих других алгоритмов обработ-
ки сигнала и используется в алгоритмах обра-
ботки изображений [2], а также для оценки ка-
налов в MIMO системах [3-4]. Таким образом, 
для практического применения требуется про-
ведение сингулярного разложения в реальном 
времени [5]. Для антенных решеток (АР), име-
ющих малые размеры, удовлетворить данному 
требованию несложно. Однако, если исполь-
зуются большие матрицы, то достижение 
быстрой сходимости является трудной задачей 
[6]. Поскольку существует предел плотности 
компоновки и параметры синхронизации и 
скорости микросхем, то обеспечение быстрой 
сходимости матриц актуально в настоящее 
время. 

На данный момент разработано множество 
алгоритмов сингулярного разложения матриц 
[7]. Один из наиболее известных методов, 
обеспечивающий сходимость матриц при син-
гулярном разложении, – метод Якоби [8]. Этот 
метод может быть использован только для 
симметричных матриц и имеет квадратичную 

сходимость (сходимость порядка 2). Кроме 
того, доказано, что он является более точным, 
чем методы на QR основе [9]. 

Целью данной работы является разработка 
алгоритма сингулярного разложения матриц,  
имеющего быструю сходимость. 
 

Алгоритмы, обеспечивающие быструю  
сходимость матриц при сингулярном  

разложении 
Метод Якоби использует последовательность 
плоских вращений для диагонализации матри-
цы A. Для сингулярного разложения использу-
ется двустороннее плоское вращение Якоби 
[10]. 

T
i+1 l i rA J A J .                 (1) 

Такое преобразование называется вращени-
ем, а матрица J – матрицей вращения Якоби. 
Преобразование (1) обладает следующими 
свойствами[11]: 

1. Свойство симметрии: 1 1
kl lka a ; 

2. Элементы стоящие на главной диагона-
ли, остаются неизменны. Изменяются только 
элементы, стоящие в i- ой и j- ой строке и в j- м 
и i- м столбце; 

3. Собственные векторы и собственные 
значения сохраняются. 

Матрица Якоби – это единичная матрица, 
четыре элемента которой с индексами (p,p), 
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(p,q), (q,p), (q,q) можно заменить следующими 
значениями: cos( )ppJ  , sin( )pqJ  , 

sin( )qpJ   , cos( )qqJ  . Косинус и синус 

зависят от параметра вращения  . Вращение 
может быть левосторонним и правосторонним, 
тогда параметр вращения обозначается l  и r
соответственно Двустороннее вращение при-
меняется к каждой подматрице 2 2 : 

0
,

0

T T
pp pp pql l r r

l l r rqq qp qq qp

a a ac s c s
s c s ca a a

      
                

 

( 1)

( 1) ( 1)

( 1)

( 1) ( 1)

T
ij i j l l

l li j i j i
T

ij i j r r

r ri j i j j

a a c s
s ca a

a a c s
s ca a



 



 

    
         

   
      

, 

где cos( )l lc  , cos( )r rc  , sin( )l ls  ,
sin( )r rs  , ppa , qqa  – диагональные элемен-

ты, полученные после диагонализации. Заме-
чено, что левостороннее вращение Якоби вли-
яет только на элементы в столбцах p и q, а пра-
востороннее вращение Якоби – только на эле-
менты в строках p и q. Таким образом, в мат-
рице размером N N/2 подзадач могут решаться 
параллельно.  

Форсит и Хенриси расширили метод Якоби 
для работы с обычными матрицами [12]. Поз-
же цикличная версия их подхода была реали-
зована в виде Brent-Luk-Van Loan(BLV) алго-
ритма для систолических антенных решеток 
[13]. Алгоритм BLV использует двустороннюю 
трансформацию, что доказывает сохранение 
квадратичной сходимости метода Якоби [14]. 
Хестен предложил одностороннюю вариацию 
метода Якоби, но представление сингулярных 
векторов при этом было не таким точным, как 
в двустороннем случае [15]. 

Преимуществом алгоритма BLV для не-
больших АР является простая структура и не-
высокие вычислительные затраты, но для схо-
димости матриц больших размеров требуется 
огромное число итераций [16]. В предлагаемом 
методе проблема медленной сходимости реша-

ется отклонением от традиционного фиксиро-
ванного порядка. Предполагается, что каждая 
итерация большего из недиагональных элемен-
тов уже задана. Таким образом, вместо форми-
рования подматрицы, состоящей из всех диа-
гональных элементов, формируется подматри-
ца, состоящая только из наибольших элемен-
тов диагонали. Так как N/2 подзадач решаются 
параллельно, мы можем задать N/2 больших 
элементов, которые бы удовлетворяли усло-
вию эксклюзивности строк и столбцов. Под 
условием эксклюзивности строк и столбцов 
понимается тот факт, что N/2 больших элемен-
тов не могут иметь такое же числовое значе-
ние, как и другие N/2–1 элементы строк и 
столбцов. Используя такой вид динамического 
упорядочивания элементов, можно гарантиро-
вать, что в каждой итерации будут заданы 
наибольший элемент и несколько других 
больших элементов. Таким образом, появляет-
ся гарантия того, что большие недиагональные 
элементы будут уничтожены в первые не-
сколько итераций, а в последующих итерациях 
будут аннулированы уже небольшие элементы 
для достижения требуемой точности.  

Предлагаемый алгоритм заключается в сле-
дующем: 

1. Проводим преобразование диагональных 
элементов матрицы. 

1.1 Находим N/2 больших элементов диаго-
нали матрицы ( ; )i ix y , 1,..., / 2i N , таких, что:

1 1,...,ix x i  , 1 1,...,ix y i  , 1 1,...,iy x i  , 

1 1,...,iy y i  , i ix y . 

1.2. Формируем подматрицы диагA  размер-
ностью 2 2 :  

i i i i

i i i i

x x x y
диаг

y x y y

 
  
  

A A
A

A A
 

1.3. К полученным матрицам диагA  приме-
няем сингулярное разложение и находим ле-
вые и правые параметры вращения l  и r  
соответственно. 

1.4. Применяем двустороннее плоское вра-
щение Якоби: 
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' '
l rдиаг диагA J A J  

2. Проводим преобразование столбцов мат-
рицы.  

2.1.Формируем подматрицу стA  размерно-
стью 2 2 . Если i ix y , то 

2 1 2

2 2

j i j i

j i i i

c x c y
ст

c x c y


 
 
  

A A
A

A A
, 1,...,( / 2 1)i N  , 

,k i ic x y , 1,...,( 2)k N  , 
или  

2 1 2

2 2

j i j i

j i i i

c y c y
ст

c y c x


 
 
  

A A
A

A A
 

2.2. Применяем правостороннее вращение к 
подматрице столбцов: 

'
ст ст rA A J  

2.3. Заменяем подматрицу в исходной мат-
рице. 

3. Проводим преобразование строк матри-
цы.  

3.1. Формируем подматрицу стрA  размер-

ностью 2 2 . Если i ix y , то  

2 1 2

2 1 2

i j i j

i j i j

x r x r
стр

y r y r





 
 
  

A A
A

A A
 

или 

2 1 2

2 1 2

i j i j

i j i j

y r y r
стр

x r x r





 
 
  

A A
A

A A
, 

где ,k i ir x y , 1,...,( 2)k N  . 
3.2. Применяем левостороннее вращение к 

подматрице строк: 
'
стр l стрA J A  

3.3. Заменяем подматрицу в исходной мат-
рице. 

3.4. Выводим полученную информацию и 
ждем новые входные данные. 

Предложенный алгоритм подходит для реа-
лизации на устройствах с параллельной обра-
боткой информации. В настоящее время до-
ступность таких аппаратных средств достаточ-

Входные 
данные

НБЭ

ФПНДЭ

МК

Выходные 
данные

ПСТР

ПСТР

ПСТР

ПСТР

Контроллер

ФПДЭ

1

N/2

1

N/2-1

ПСТ

ПСТ

ПСТ

ПДЭ

1

N/2

1

1

N/2-1

N/2-1

ЭП

ЭП

ФПНДЭ

ФПДЭ

1

N/2-1

ПСТ

ПСТ

ПСТ

ПДЭЭП

ЭП

 
Рис. 1. Схема реализации предложенного алгоритма 
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но велика [17], поэтому алгоритм рассчитан на 
работу именно на таких микросхемах. 

 
Реализация предложенного алгоритма на 
устройствах с параллельной обработкой 

информации 
Схема реализации предлагаемого алгоритма 
представлена на рис. 1.  

На рис. 1 приняты следующие обозначения: 
НБЭ – блок нахождения большего элемента, 
ФПДЭ – блок формирования подматрицы диа-
гональных элементов, ФПНДЭ – блок форми-
рования подматрицы недиагональных элемен-
тов, ЭП – элемент памяти,   ПДЭ – блок преоб-
разования матрицы диагональных элементов, 
ПСТ – блок преобразования столбцов матри-
цы, ПСТР – блок преобразования строк матри-
цы, МК – матричный коммутатор. 

Закрашенные стрелки показывают связь па-
раметров вращения, а белые – связь матричных 
элементов. Так как предложенный метод явля-
ется итерационным, необходимо продумать 
критерий остановки вычислений. Заранее рас-
считывается допустимое отклонение, и, если 
полученный результат удовлетворяет исход-
ному условию, начинается следующая итера-
ция. Эта функция включена в контроллер. 
Контроллер также распределяет полученную 
информацию между  входными и выходными 
банками памяти, если итерации еще не завер-
шены. Предложенная схема также предназна-
чена для увеличения пропускной способности, 
так что контроллер должен быть разработан 
соответствующим образом. Блок НБЭ находит 
N/2 больших элементов, как это указано в шаге 
1.1 алгоритма. 

Основными модулями являются блоки 
формирования подматриц диагональных и не-
диагональных элементов, а также блоки, про-
изводящие преобразование столбцов и строк 
матриц и ПДЭ. Блок ФПДЭ проводит форми-
рование подматрицы диагA . Блок ФПНДЭ от-
вечает за формирование подматриц стA  и 

стрA , описанных в п.2.1 и п. 3.1 предложен-
ного алгоритма. Блок ПДЭ рассчитывает левые 
и правые параметры вращения и передает их в 
модули преобразования строк и столбцов. 
Операции, производимые в данном блоке, со-
ответствуют пп. 1.3 –1.4 алгоритма. Более по-
дробно принцип работы ПДЭ описан в [18]. В 
блоках ПСТ и ПСТР рассчитанные параметры 

применяются к выбранным матрицам. Мат-
ричный коммутатор необходим между моду-
лями преобразования строк и столбцов для то-
го, чтобы передать в блок ПСТР соответству-
ющие матрицы.  
 

Результаты моделирования 
В результате моделирования было проведено 
сравнение предложенного алгоритма с алго-
ритмом BLV с точки зрения числа повторений, 
требующихся для сокращения недиагональной 
нормы (суммы квадратов всех недиагональных 
элементов) с заданной точностью (в данном 
эксперименте точность – 10-15). Под числом 
повторений подразумевается количество ите-
раций, деленное на N, где N – размерность 
матрицы N N . Моделирование проводилось 
для матриц с размерностями от 4 4 до 
128 128 . 

На рис. 2 показана зависимость числа по-
вторений от размерности используемой матри-
цы для BLV и для предложенного алгоритма.  

 
Рис. 2. Зависимость числа повторений от раз-

мерности используемой матрицы 
Было получено, что число повторений, не-

обходимых для реализации предложенного 
алгоритма, при использовании матриц боль-
ших размеров примерно одинаково. Это связа-
но с тем, что при использовании матриц с 

32N   число итераций практически пропор-
ционально размерности матрицы. Поэтому 
число повторений сокращается с увеличением 
размера матрицы, хотя данное свойство явля-
ется преимуществом только при работе с 
большими матрицами.  

На рис. 3 представлен график зависимости не-
диагональной нормы от числа итераций для пред-
ложенного алгоритма (ПА) и алгоритма BLV. 
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Рис. 3. Зависимость недиагональной нормы от 

числа итераций 
По полученным данным можно сделать вы-

вод, что при использовании матриц малой раз-
мерности (N=8) оба алгоритма обладают при-
мерно одинаковой сходимостью. Однако, при 
работе с большими матрицами (N=64, N=128) 
число требуемых итераций при использовании 
предложенного алгоритма сокращается при-
мерно в 2 раза по сравнению с применением 
BLV, что является существенным при реализа-
ции алгоритмов. 
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Abstract: Matrix singular value decomposition is an important component of signal processing algorithms and is 
used in majority known super-resolution algorithms, in image processing algorithms, and also for channels as-
sessment in MIMO systems. Applied application of these algorithms requires implementation of singular value 
decomposition in real time. This requirement is easy to meet for small-size antenna arrays. However it is a diffi-
cult task to achieve fast convergence if big matrixes are used. The article introduces algorithm of matrix singular 
value decomposition having fast convergence and also its operation scheme in devices with parallel information 
processing is presented. As a result of modeling, comparison was made between proposed algorithm and BLV 
algorithm from the point of view of iterations number required to reduce off-diagonal norm with specified accu-
racy. Dependency diagram of off-diagonal norm on required iterations number is obtained. Dependency of itera-
tions number on applied matrix size for BLV and for proposed algorithm is shown. Advantage of proposed algo-
rithm over BLV algorithm is manifested when applying matrixes of size more than 32. It was proved that itera-
tions number required for proposed algorithm implementation when using big sized matrixes is approximately 
the same. It is due to the fact that iterations number is almost proportional to matrix size when using such ma-
trixes. Thus, use of proposed algorithm with big sized matrixes application enables to reduce twice required 
iterations number compared to BLV algorithm and that is tangible benefit in algorithms implementation. 
Key words: singular value decomposition, off-diagonal norm, BLV algorithm, SVD fast convergence. 
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